¢ Anneau: Ensemble A muni de 2 lois x et + tel que

i)} A+ est un groupe commutatif (élément neutre noté 0 ou 0,)
¥) la loi x est associative et posséde un élément neutre (noté 1 ou 1,)
®)) la loi x est distributive par rapport a la loi + soit X(y+2z)=xy+xz et (X+y)z = xz+yz.

“Side plus la loi x est commutative on dit que I'anneau est commutatif.
®|_a loi x est également distributive par rapport a la soustraction x(y-z)=xy-xz et (x-y)z = xz-yz.
Onaaussi 0a=a0=0 , a(-b)=-ab ,(-a)b=-ab, (-l)a=-a. Par convention a° = 1.
® Z,Q, R, C munis de + et x sont des anneaux.

® Si F(X,A) ensemble des applications d'un ensemble X dans un anneau A muni de + (f+g)(x)=f(x)+g(x) et de
x (fg)(x)=f(x)g(x) est un anneau (commutatif si A I'est aussi).
® M, (A) ensemble des matrices carrées d'ordre n a coefficients dans un anneau A est un anneau.

e | 'ensemble A[X] des polynbmes en X a coefficients dans un anneau A est un anneau.

® Produit direct d'anneaux si A1,....,An sont des anneaux le produit cartésien A1XA2X.....XAn muni de
I'addition et de la multiplication canoniques sur les ensembles produits est un anneau.

® Sous anneaux : On dit qu'un sous ensemble B d'un anneau A est un sous anneau Si

B est stable par x et + (tout composé se trouve dans B) B a une structure d'anneau (1€B)
® Z sous anneau de R lui-méme sous anneau de C

® 'ensemble des fonctions continues de R dans R est un sous anneau de F(R,R).

e {a+ib|a,beZ} estun sous anneau de C appelé anneau de Gauss.

e [déaux : On dit qu'un sous ensemble B d'un anneau commutatif A est un idéal si
B est un sous groupe de (A,+) B Tout x eB ety €A le produit xy B
® Les idéaux de Z sont les nZ.

e Soient deux ensembles tels que YC X, le sous ensemble de F(X,R) formé par les applications qui
s'annulent sur Y est un idéal de F(X,R).
® soit a €A {ax [x A} est I'idéal principal engendré par a. On le note aA ou (a) (nZ si A=Z)

® Z n'est pas un idéal de Q, nide R, nide C

® Les idéaux d'un anneau produit commutatif AXB sont le IXJ avec | idéal de A et J idéal de B.

¢ Anneau quotient d'un anneau commutatif. Un idéal | est un sous groupe de ( A,+).

On peut définir sur A une relation d'équivalence x Ry < x —y €l ce qui définit un ensemble quotient A/l dans

lequel la loi de composition interne est héritée de + parx +y =x +y.

Dans A/l on peut aussi définir le produit de 2 classes par X y =Xy et on vérifie que le résultat est indépendant
du choix des représentants des 2 classes.

Des lors, A/l a une structure d'anneau, on l'appelle anneau quotient A/l

® Z/nZ est un anneau quotient dont les lois sont définies parx+y =x+y et Xy =Xy

® Groupe des éléments inversibles: a estinversible si 3 b tels que ab=ba=1. b est noté a™.
On note A* I'ensemble des éléments inversibles. (A* , X) est un groupe.  Z* ={-1;+1}
® Si A et B sont des anneaux, on a (AXB)“= A*XB~et si A et B finis card((AXB)*)=card(A*) card(B~).

® Sj A commutatif et | idéal de A, on a I=A < il existe un élément inversible dans |



e Corps l'anneau A est un corps si et seulement si 1 # 0 et toute élément # 0 est inversible: A*= A- {0}

® Q, R,C sont des corps ® Tout idéal du corps A est égal a A ou a {0}.

® Sous corps: On appelle sous corps de K tout anneau L de K qui est un corps.
K est le surcorps de L.

® Anneau integre A est integre si A est commutatif, non réduit a 0 (1#0) et pour tous a,b de A on a:
a# 0etb # 0 = ab#0.
® Tout anneau A fini integre est un corps.

En effet f:x — ax avec a #0 est injective car ax=ay avec x #y impliquerait a(x-y)=0 (non intégrité). Par ailleurs
card({ax}) = card(A) donc f surjective. Pour tout a # 0 il existe donc x tel que ax = 1 et a est inversible.

® Sin 22 et non premier Z/nZ n'est pas integre.
® Sj A et B sont intégres, le produit A X B ne l'est pas puisque (0,1)(1,0)=(0,0)
® F(R,R) n'est pas intégre: (f(x)=0 sur R’, f(x)#0 surR*").(f(x)#0 sur R, f(x)=0 surR*") =0

® Homomorphisme d'anneaux: f de A dans B vérifiant
f(atb)=f(a)+f(b) f(xy)=f(x)f(y) f(14)=f(1s)
® Pour n2 1 la surjection canonique de Z dans nZ : x — X est un homomorphisme
e Soit f homomorphisme de A dans B et A',B' des sous anneaux de ces ensembles.
f(A") est un sous anneau de B f1(B'") est un sous anneau de A
® Si de plus A et B sont commutatifs et J idéal de B alors f*(J) est un idéal de A
Par contre, si | est un idéal de A, en général f(I) n'est pas un idéal.
® | e noyau de f est ker(f)= {xeA | f(x)=0g} . f(A) est un sous anneau appelé image de f (im(f))
® [somorphisme d'anneaux : c'est un homomorphisme bijectif (On dit que A et B sont isomorphes)
® Sj A est commutatif et f un homomorphisme dans B alors ker(f) est un idéal de A et f(A) est isomorphe a
Alker(f). (I'isomorphisme associe X et f(x))
® A ne posséde pas de sous anneau # A < A isomorphe a Z/nZ avec n 2 0.

e Formule de Newton dans un anneau A on a (a+b)" = Y5 Ck akpn-k

Exercices

@ Si dans un anneau A on a pour tout a,b : (ab)?*=a’b?

® Un idéal P d'un A commutatif et dit premier si i} P #A B3] ¥X,y €A on a xyeP = xeP ou yeP
Quels sont les idéaux premiers de Z?
= Montrer que le groupe des inversibles de Z[i] est {-1,1,-i, i} isomorphe a (Z/2Z)X(Z/2Z), +

montrer que A est commutatif.

® Soient x,yeA | 1 — xy soit inversible. Montrer que 1 — yx est aussi inversible.
= Soit I'ensemble X et fe F(X,A). Montrer finversible < f(X) € A«
= | idéal de A commutatif montrer A/l intégre < | idéal premier

= Montrer que A inteégre avec un nombre fini d'idéaux est un corps.

(Pour montrer gque x non nul est inversible on peut considérer la suite des idéaux principaux (x") pour
nz1.)

® A et B commutatif et f homomorphisme surjectif de A—B.
Démontrer que si | idéal de A alors f(I) idéal de B.
® Soit k un corps, A anneau non nul, f homomorphisme K — A . Montrer que f est injectif.
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